ll. Linearis regresszio

4. A regresszidanalizis alapjai; egyvaltozoés lineé regresszio
4.1. A regresszidanalizis alapjai

A regresszidanalizis feladatai a kdveitkez

a) a fuggvénykapcsolat (84x) elméleti regresszids fuggvény) paramétereinek-bec
lése,

b) ha lehetséges, a fliggvény alkalmassagara vonakkpatézis vizsgélata,

c) a parameéterekre vonatkozé hipotézisek vizsgalataa@p elméleti regresszios
egyenes atmegy-e az origon, ill. meredeksége sikignsan kilonbozik-e zérus-
tol),

d) konfidenciaintervallum, ill. konfidenciasav szanstiga fliggvény paramétereire és
az Y(X tapasztalati vagy empirikus regressziés gorbébe¢aiilt fliggvényre).

y becsiilt regressziés gorb¥f x)

NY(¥, elméleti
regresszios goérbe

4-1. dbra. Egyedi mért érték, elméleti regressitiggvény és becslilt regresszios
gOrbe kapcsolata

Az, hogy a fuggvény konstansait paramétereknekzzéike 6sszhangban van azéels
fejezetben emlitett paraméterfogalommal, Iévén ézaksokasignak a tulajdonségai,
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a becsult paraméterek pedig a mérési adatokatn@tnieird figgvény (a tapasztala-

ti regresszios gorbe) konstansai, é€s igy a mitieneoi.

Az illesztett figgvenydl alkotott elképzelés kétféle lehet:

a) gorbét (interpoléacids formulat) kivanunk illeszteaimely jol kezelhét és a
szlikséges pontossaggal reprezentalja a méréskatato

b) a valtozok kozotti oksagi 6sszefiiggést leird modidsztiink, amelynek para-
méterei fizikai értelemmel birnak, igy extrapol&aiés hasznalhatok.

A regresszio technikdja a két esetben azonos, st paraméterekre vonatkoz6
statisztikai vizsgalatoknak élsorban fizikai tartalom szempontjabél megalapozott
modellillesztés esetén van értelmik.

Ebben a fejezetben aAiiggetlen valtozdkat determinisztikus (nem valdggégi)
valtozoknak tekintjuk, azaz a fuggetlen valtozotekeit a kisérletdz valaszthatja
meg, €s pontosan ismeri azokat.

Vizsgaljuk a kdvetkez modellt: valamely (pl. fizikai) térvényszeség értelmében
az x fuggetlen valtozé bizonyos értékénél a fligaltozo értékey = ¢( ) .

A mérés soran mérési pontatlansagok vagy az egyiiggvenykapcsolatban nem
szerepd, de a jelenséget befolyasolé hatasok (pl. nemmdégosan allanddan tartott
hémérséklet, ajtocsapkodas, légaram stb.) nvidielyett valamely értéket mériunk,
amelyre, ha az ingadozasok véletlengekr(azonos valészilséggel pozitiv vagy

negativ iranyuak), és igen kis hatasuak, igaz, FEWX) =Y,vagyy=Y+¢g, ahol

€a hiba ésE(¢) = 0. Altalaban feltehét hogyy eloszlasa koril normalis eloszlas,

varianciaja:

Var(y{ x) =0’ =Vafe). (4.1)
Amennyiben nincsen ismert és igazolt fizikai 6s8ggks a valtozok kdzott (pon-

tosabban a valtozok varhato6 értékei kozott), haéppen ilyet keresiink, vagy csak a

mérési eredményeket leird, esetleg minden kaurdéiggondolas nélkil alkotott

fuggvénykapcsolatot kerestink (approximacio), a rmadglasok ugyanugy érvénye-

sek, azzal a kulonbséggel, hogy nem lehetliGieeheggyzédve a fuggveny alkal-

massagarol.

A regresszidanalizis soran feltételezzik, hogy

1. E(y| x) =Y(¥= 1( xa, B, y) az ismert vagy feltételezett figgvénykapcsolat

alakja, ahola, 5, ya fuggvény konstansai (paraméterei);
2. Var( y) = Var( )} >§ = konstans, illetvg-nak vagyx-nek ismert fliggvénye;

3. a kilénbod i mérési pontokban elkdvetettmérési hibdk egymastol fuggetlenek;

4.y az x minden értékénél normalis eloszlasu, vagyiscamérési hibakN(0, o)
normalis eloszlasuak.
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Ha a feltételek nem teljesiinek, akkor is elvéggikefliggvények (modellek
vagy gorbék) illesztését, de az ismertetesthtisztikai vizsgalatok nem hasznalha-
tok, ill. a kapott becslések tulajdonsagai maseknek.

Nevezetesen, ha az mérési hibak nem normalis eloszlastuak, a maximum-
likelihood-becslésmaodszer alkalmazasakor a masikisahert eloszlasisiségfligg-
vényét kell helyettesiteniink. Ha az eloszlas nemeis a maximume-likelihood-
modszer nem is hasznalhato, de mas becslési médgptr a legkisebb négyzetek)
igen.

Amennyiben a hiba variancidja nem ismert, és nefjuky hogy allandé-e, azt a
becslésnél nem hasznalhatjuk, igy a kapott bed¢skéseesebb informaciot fognak
tartalmazni, nagyobb bizonytalansaguak lesznek.

Vannak olyan becslési mddszerek is, amelyek akk@miraazhatok, ha a mérési
hibak a kulonbo& i pontokban egymastol nem flggetlenek, de dsszesiiggemert
(Bard, 1974).

Fontos megjegyezni, hogy az ismertetehecslési kritériumok és hipotézisvizs-
galati modszerek nagymeértékben épllnek a folsdettételezésekre. A fejezet to-
vabbi részében vizsgalatunkatikizstiik le az egyvaltozés linearis fliggvénykapcsolat
becslésére! A tobbvaltozos lineéris fuggvényeksitésével a kbvetkézdejezetben
foglalkozunk.

4.2. Linearis regresszio, ismétlés nélkdli mérésekr,i konstans

Vizsgaljuk a kovetkeZ mérési adatokat:

X5 Yoo Xor Yorooe X5 Yieoe X Y-
Az Osszefiiggés alakja:

Y(x):E()lr>)=a+,8(x—>‘<); (4.2)
y=a+Bx-X)+e, (4.3)

>x

ahol X = P Az X -ot tartalmazo6 transzformalt alalkbalydsebb az

Y(X) =a'+Bx (4.9)

alaknal, elésorban azért, merix becslése igy flggetlen-étél (I. késbb);
a'=a - X, a tengelymetszet.

4.2.1. Becslés a legkisebb négyzetek médszerével
A legkisebb négyzetek modszere szerinti becslésirkm:

Z[yi -Y( )g)]2 = min. (4.5)
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A tovabbiakban az 6sszegzés mindigzerint (a mérési pontok sorszama szerint)
végzend; az egyszdiség kedvéérd_ helyett csak @, jeldlést hasznaljuk.

Esetlinkben:

¢:Z[yi —c?—,[;’(xi —7()]2 = min. (4.6)
Ennek a figgvénynek kell az és,[;’szerinti minimumat megkeresni:

17, X5 -

dg :—2z[yi ~a-B(x —x)]:o, 4.7)
¢ _ s Al ) -

ﬂ'[;,‘_ZZ[yi -a-B(x —x)](x— X =0. (4.8)

Ezek az un. normélegyenletek. Atrendezve:

2V :CAmJ’/E’Z()? _7)'

Yyl =R =aX (x-R+BX (%=
de mivel > (x - %)= x - ix=0, az el§ egyenlet|

ZYi

d=a= - =y, (4.9)
a masodikbdl
pep= XY (4.10)

_\2
Z(Xi - X)
A két egyenlet egymastol fuggetlendl oldhaté meg, &z Y = a+,8(>q —7) iras-

modnak készonhetjik, és éppen ebben élt?aés,@ becslések fluggetlensége. Az
& = a becsiilt paraméter nem a tengelymetszet, hajem

4.2.2. Maximum-likelihood-becslés

A feltételes riiségfiiggvény normalis eloszlas esetén:

f(y| x):ﬁ%%exp{—%{yi _Y(J)j;a’ )} } (4.11)

A likelihood-figgvény az egyegértékekhez tartozdigiségfliggvények szorzata, ha
a kulonbo6d i mérési pontokban elkdvetett hibak egymastdl flggek:

I Rl
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=(2m) ™0 exp{—%z‘{y'_—\((x)}z} . (4.12)

A likelihood-fliggvény logaritmusa:

InL=-n/2In(27) - ning, —%z{y_TY()‘)} _ (4.13)

L!

A logaritmusfiiggvény monoton névekv¥iggveny lévén, mindegy, hodyvagyL’
maximumat keressik. Az ésL’ fuggvenyeknek ax(x) regresszids gorbe konstan-
sai, vagyis a becsult paraméterakly,...) szerinti maximuma ott van, ahokamini-
muma, vagyid. maximalizalasa helyett a

Z{y_—Y(X)T = min. (4.14)

gy

szelgerték-feladatot kell megoldani.
Mivel 03 konstans, ez a kévetkealakot olti:

Z[yi —\?()g)]z = Z[ y-a b x—‘>)]2 = min. (4.15)

A kapott kritérium normalis eloszlas és konstansaveia esetén azonos a legkisebb
négyzetek (4.5) becslési kritériumaval, igyésb kifejezése is azonos a (4.9) és
(4.10) képletekkel.

aj maximum-likelihood-becslése

A (4.13) képlet szerinti likelihood-figgvény sz&éstékhelye:

a'’ n 1 2

[y ST — =Y =0. 4.16
g6, o, 5§Z[y' (%) (4.16)

Uj # 0, ezért szorozhatjuk vele az egyenlet mindkét étdal

%Z[yi -Y(x)|" =0,
s2 _ Z[Vi _Y(X)]Z

n

amelyl bebizonyithatd, hogy torzitatlan becslés, de hamat kiszamitani, mivel az
Y(x) fuggvény konstansai (esetiinkbeés/) nem ismertek.

Ha a és helyébea ésb értékét helyettesitjilk [vagyi¥(X) helyett annak becslé-
sét, Y(X) -ot hasznaljuk], a becslés torzitott lesz, de &xztas korrigalhato.

, (4.17)
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Az & és f3 becslések tulajdonsagai

Az & becslés varhato értéke
E[Zy']=1 ()= 2 elas Ay -7 a)

és mlvel X, — x) nem valdszitiségi valtozo:

E(a) :EZ{a+ﬁ(Xi - %)+ E(g)} —na+ ﬂZ( X)=a, (4.18)
figyelembe véve, hogy’(x, —x) = 0.

Hasonl6an belathatd, hody(b) = . Vagyisa ésb torzitatlan becslése-nak, ill.
[-nak, amennyiben az elméleti regresszios fliggvéfgjtételezettY = a + 5 x- X
alakd, ugyanis ezt felhasznaltuk a#zél levezetésekben, amikgrhelyébenY + &
kerdlt.

Megjegyzend, hogya ésb normalis eloszlasu, mivel normalis eloszlasu valé-
szinseégi valtozok lineéris fuggvénye, és normalis dfsr valtozok barmely linea-
ris kombinacidja szintén normdlis eloszlasu (Grdieids tétel). Hasonléar’f(i is
normalis eloszlasu.

A becslések variancigja:

2
1 1 o}
Var(a) {Z y'j ==y Var(y)=—no? =—*; (4.19)
n n n
oy
Var(h) = = (4.20)
Z(Xi _)_()
Lathatd, hogyn névekedéséved ésb varianciaja zérushoz tart, vagyis a becslés
konzisztens is. Az is lathatd, hotar(b) nagymértékben f09§:(xi —7()2-t6I,
vagyis azx; mérési pontok megvalasztasatol, tehat a kisérledtervezését Mi-
nél nagyobb (4.20) nevée, azaz a valasztott értékek minél inkabb a vizsgalt in-
tervallum két szélén helyezkednek el, annal kisebH b) , vagyisb becslése szem-

pontjabdl ez a kisérleti terv optimalis. Ebben agtken azonban nem tudjuk ellen-
6rizni a vélasztott lineéaris fliggvény helyességémdrési pontok ilyen elrendezését
akkor alkalmazzuk, ha a linearis fliggvénykapcdselanallasat éizéleg igazoltuk.

A becsililt regresszids egyenes varianciaja:

Var(¥|§ = o = E{(V— \)2]= vdra bx )=
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=Var(a) +(x- %2 Vaf § = o 1+(X‘—*)22 |
i Z(Xi -%)

I

(4.21)

Vegyilk észre, hogy a becslés variancidjaxaz X) = 0-nak megfelé helyen a
legkisebb (azaz ha =X ), valamint hogy a mérési pontok szamanak noveléseés
csOkken, és fugg a merési pontok elhelyeségar x; — X kulonbségeki), vagyis a

kisérleti tervdl is.

Az eltérések négyzettsszegének vizsgalata

A meérty értek és ax valodi érték kozotti eltérés a kdvetkemodon irhato fel:

v =Y =(y -9+ . (422
Feladatunk a linearis fuggvény alkalmassaganakgalasa, vagyis arra vagyunk

kivancsiak, hogy adekvat-e a fuggvény. Nullhipatérk az, hogy a valtozék kozott
fenndll a (4.2) linearis 6sszefliggés, ellenhipsi@zk, hogy nem:

Hy Y=a+A(x-¥; H: Yza+8(x-¥.
irjuk a (4.22) kifejezésbe a nullhipotézisnek nedgl lineéris fiiggvényt:
vi-Y=(y-¥+(a-a)+( b8 x- ¥ (4.23)

A (4.23) kifejezést négyzetre emelvei &erint szummazva, a kovetkekapjuk:

Y- =X (y-+ fa-q)+ (BB T (x- K. (4.24)

A vegyes szorzatokat tartalmazé szummak mindegékes.

4-1. tdblazat
Az eltérés Négyzetdsszeg Szabadgagi négyzetdsszeq
fok varhato éertéke
aésa (a-a)’n 1 o,
P _ 2
b6 b-ATix - | ’
Az empirikus regresz- ,
szi6s gorbe kortil Z(Vi - \AI() n-2 (n-2)a?
y, ésY,
Teljes Z(yi _ Y)Z n no,
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Az elméleti regresszios vonal k(‘jri(Ij/i - Y) eltérések a regresszidanalizis beve-
zebjében ismertetett feltételezés értelmében nornmljszlés(lakﬂj varianciaval,

igy négyzetosszegiik®o; eloszlasu, szabadsagi foka
A (4.24) 6sszefuggés jobb oldalan szefdprom négyzetdsszeg kozil azvaksk
n-2 [mivel Y ésy; kozétt fennall a (4.9) és (4.10) dsszefiiggés] Aaiknketbnek
egy-egy a szabadsagi foka. A négyzetdsszegek szafiddkainak 6sszege meg-
egyezik aZ(yi —\()2 négyzetdsszeg szabadsagi fokaval. Ha a nullhigotgaz
i

[ekkor igaz a (4.23) szerinti algebrai felbontaddkor a Fisher—Cochran-féle felbon-

tasi tétel mindkét feltétele teljesul, és a (4 jphp oldalan leg harom négyzetdsszeg
mindegyike egymastol fl‘JggetIer)\/ZO'y2 eloszlasu. AHy nullhipotézis elleirzése
x?-probaval lehetséges, ugyamls fennallasa esetén a (4.24) jobb oldalan szérepl

kifejezés mindegyikének varhato értéke:
E()(Zaf) = ayzE()(z) =av. (4.25)

A

Az a éspf értékének ismerete hijan a harom kozul csup@(@(i - Y) négyzetosz-

szeg, s igy a kovetkékzeéppen definialt szérasnégyzet (Un. rezidudlis &saggyzet)

szamithato ki:
~A\2
n-2

Ha aHo nullhipotézis igaz, a (4.25) értelmébsh torzitatlan becslésgj -nak.
Ekkor az §’(n-2)/c? kifejezés x* eloszlast, szabadsagi foka—2. A null-
hipotézis ellefirzésére ay®-probat akkor tudjuk elvégezni, haseétes kisérleti ta-
pasztalatok alapjan ismerjiilr; értékét. Ha a szamito’(n-2)/ o, érték aza
szignifikanciaszinthez tartozo elutasitasi tartoy@nesik, a nullhipotézist elutasit-
juk, vagyis a szignifikanciaszinten elutasitjuk a linearis mdid&3ajnos a gyakorlati
esetek dérﬁitt(‘jbbségébemi értéke nem all rendelkezésre, tehat ismételt rakrés

nélkil nincs mod annak vizsgalatara, hogy a fdkeétdt egyenes adekvat-e.

Az adatok feldolgozasakor az egyenes illesztése meincsak azt kérdezhetjlk,
hogy az egyenes megfdlet az adatok leirasara, hanem azt is, hogy szilseg
erre az egyenesre, vagyis a vizszintes egyenegpprlyan jo-e. A vizszintes egye-

nes azY = a= y modellt jelenti, vagyis 88 = 0 nullhipotézis vizsgalandé.
Amennyiben az egyenes adekvatnak bizonyult, vagglddbis azt joggal feltéte-
lezzik, a (4.24) jobb oldalanak minden ta;t]j%\o*y2 eloszlasu, igy az utolsé is, 1 sza-

badsagi fokkal. AH,: 5= 0 nullhipotézis igazsaga esetén elz:zi:(xi - 7()2 négy-
zetdsszegre is igaz.
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Az alkalmas probastatisztika:

b 3 (x - ¥’

F, = 1 _b Z(X, - _) (4.26)

Z(Yi B ?)2 3 |
(n-2)
ahol a neveidben az¥Y = a+ i x- X modellhez szamitott rezidudlis sz6rasnégyzet

szerepel.
A szakkdnyvekben a (4.26) kifejezés tbbbféle azaalekjaval talalkozunk. Be-
lathat6, hogy

2 <\2 _ Y
DICESHEDNCER'
|
E képlet alapjan szokas a szoban forgd négyzetjsisacregresszid négyzetossze-
gének” nevezni, mert azt fejezi ki, hogy a regressegyenes ay adatok atlagatol
mennyire tér el. Ugyanehhez Bz probastatisztikdhoz vezet az un. altalanos regresz
szi6s proba is:
S
F=—Aar (4.27)

VR
ahol S a teljes modellhez (it = a+ i x— X)) szamitott rezidualis négyzetdsszeg;
SRH° a nullhipotézis szerinti redukalt modellhez (it= a= y) szamitott rezidualis
négyzetdsszegAv a két négyzetdsszeg szabadsagi fokszamainak ldégab itt
Av=(n-2)-(n-1=1; vy a telies modell rezidualis négyzetdsszegének szaba
sagi fokszama.

Esetlinkre:
SRHO:Z(){—‘))Z; v=n-1, (4.28a)
SR:Z[yi—a—hﬂg(—W)]z; v=n-2. (4.28D)

Sge a kovetkeiképpen bonthaté fol algebrailag:

_\2 ~\2 ~ _\2
Sy-9 =2(v-9+2(y-¥ (4.29)
Az els), az egyenlet bal oldalan i&éwnégyzetdsszeget nevezhetjik “teljes” négyzet-
0sszegnek, a masodik a rezidudlis, a harmadikgre'sszid” négyzetdsszege. Vagyis
a (4.27) altalanos regressziés préba szamlaléjabarepd kilonbség éppen a “reg-
resszid” négyzetdsszege.
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Az Fo prébastatisztika aktualis értéke alapjan dontheamol, hogy a regresszio
szignifikans-e, vagyis a kérdéses fuggvény (ittegyenes) jobban illeszkedik-e az
adatokra, minty, a vizszintes egyenes.

Természetesen ez a proba csak akkor ad helyes @mggrha a teljesebb modell
(itt az Y = a+ H{ x- ¥ egyenes) csakugyan megfélelz adatok leirasara. Ugyan-
csak természetesen, ha a mérési hibak nem norelddslasuak, vagy nem fluggetle-
nek egymastol, a (4.24)-ben szebepégyzetdsszegek nem leszngko, eloszlasu-

ak.
A (4.29) egyenlet bal oldalan szerépileljes” négyzetdsszeget, valamint a felbon-
tasaval kapott rezidualis és “regresszios” négyae@geket felhasznalhatjuk arra is,

rrrrrr

nécios egyutthato:

Y-y Xl

R2: i =1-- S (430)

Y-y T Xy

i i
Azt mondhatjuk, hogy® azy, mérési adatoky atlagtél valé eltérésének az a része,
amely azY regressziés fiiggvénnyel magyarazhato.

Erdekes megjegyezni, hogy ez Rzdeterminacios egyiitthaté algebrai atrendezé-
sekkel belathat6 modon azésy adatok kdzottir korrelacios egyttthatd négyzete,
amelyet az eredeti értelmében szigortan véve ddak a&olna jogos hasznalni, ka
ésy egyarant valésziiségi valtozok lennének (an. korrelacios modell).

R® értéke efisen fiigg azx fluggetlen valtozd értékéit ahogy az a szamlald
b2 (% —7()2 frasmodjabol rogton latszik. AR® értéke ugyancsak &en fiigg a

modell paramétereingkszaméatdél. Szétsesetben, ha a modellnek ugyanannyi
(p = n) paramétere van, mint mérési pont, példaw1-edfokd polinomot haszna-

lunk, azy, - Y =0, vagyisR? =1 lesz.
Ezért szokas egy igazitd®-et (Réfdj) hasznalni, amely nem a négyzetdsszegeket,
hanem a megfel&élszérasnégyzeteket tartalmazza:

> (v )

— _ 2
R§dj=1—(1— Rz) :_tzl'ﬁﬂ‘%, (4.31)
T

ahol 2 az Un. teljes eltérés szérasnégyzete.

A becsililt regresszids egyenes varianciaja
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Az Y becsilt regressziés egyenes egy pontjanak szépisté:

L _XT_XT| 1 (x= %)

(4.32)
d V" Z(Xi - 7‘)2
2 2
. X Oy
Felh Iva, h = :
elhasznalva, hogs, y
R 1. (x-%)°
=gl —+—— 1 |, (4.33)
Y Y S/2 n Z(Xi _ )_()2
Ugyanigy kapjukvar(a) ésVar(b) becsléséiil ag’ éss? kifejezését:
S2
Aaz = S; = (4.34)
n
S,
0 =S =77 (4.35)
Z(Xi - %)
Ha a linearis fuggvény adekvat, az rezidudlis szérésnégyzgfczaf/v eloszla-

s, igys; -ként hasznalhatjuk.

Az Y becsilt regresszids egyenes egy pontjanak sz@pieté (4.34) és (4.35)
felhasznalasaval:

L=g+g( ¥ =8+ ¥ %2k (4.36)
ahol &% az a tengelymetszet szérasnégyzete = < + § X. Az s.-vel felirt kifeje-
zés azért igen hasznos, mert a szamitogépi prograttalabans; értékét adjak
meg.

A becsiilt paraméterek konfidenciaintervalluma

A t-eloszlast definiald dsszefliggés értelmében a kégestatisztika-eloszlasu:

t=2"9 ¢sy=n-2, (4.37a)
Sy
ahol S :i. (4.37b)
* Jn
Hasonl6an
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t:b_’g; v=n-2, (4.38a)

ahol SD :—y, (438b)
Z(Xi _7)2

és

t=YSY;Y; y=n-2, (4.39)

ahol s, a (4.33) kifejezés négyzetgyoke.

Az elébbi statisztikak alapjan adott valosisegi szintekhezr-ra ésfra konfi-
denciaintervallumot, a¥ fliggvényre pedig konfidenciasavot szamithatunk.

4-1. példa

Egy standard anyagbdl kilonkibkoncentraciéju oldatokat készitettek, majd minden
oldatb6l azonos mennyiséget () gazkromatografba fecskendezve, kisérletileg
vizsgaltdk a kapott csucs alatti tertilgt €s a koncentraci) kozotti 6sszefliggest.
A méreési adatok a 4-2. tablazatban lathatok, a dwmécio értéke szerint ndvekv
sorrendbe rendezve. A tényleges mérési sorrentidil@at masodik oszlopa tartal-
mazza.

adjunk becslést az egyenes paramétereire (kaldz&gyenes)!

4-2. tablazat
A mérés Mérési adatok Szamitott adatok
|| sorrendjel Vi X =X (% -%)° vi(% =¥
(mg/ml) | (terUlet) 10
1 3 0 0| -0.083333 0.69444 q
2 5 0.05 1681894 —-0.03333B 0.11111 -56063
3 4 0.08 26149871 —0.00333B 0.00111 -8717
4 2 0.10 3297753 0.01666] 0.02778 54963
5 1 0.12 3983787 0.03666] 0.13444 146072
6 6 0.15 4978455 0.06666] 0.44444 331897
> 0.50 16556876 1.413338 468152
X =0.083333; y=2759479;

a=y = 2759479;
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b= ZM(X _7() —

> (x -%)° 141333107

Y = 2759479 + 3.3124-1qx — 0.083333) = —843 + 3.3124730

468152

=3.312410;

A becsult\?i ertékek és a rezidualis szérasnégyzet szamitasa:

4-3. tablazat
A A\2 A
I |sor-| X Vi Y yi—Y (yi -Y) (yi -Y)/$
rend .10°
1 3 0 0 -843 843 0.007 0.0354
2 5 | 0.05| 1681894| 1655357 26537 7.042 1.1147
3 4 | 0.08| 2614987 2649077 —-34090 11.6P1 -1.4319
4 2 | 0.10| 3297753| 3311557 —-13804 1906 -0.5798
5 1 | 0.12| 3983787 3974037 9750 0.9%1 0.4095
6 6 | 0.15| 4978455| 4967757 10698 1.144 0.4494
p3 22.671
22.671M16
Sr2 = T =5.6678116: S = 2.3807110.

A regresszio feltételeinek ell@mése a reziduumok grafikus vizsgalataval

Ismételt mérések hianyaban nincs l1ékég Jj modelltl flggetlen becslésére, ezért
a regresszio feltételeit csak a reziduumok grafikmsgalataval tudjuk ellémizni.

e Az y, -Y reziduumokat a mérések sorrendjében abrazolvaselbetjik, hogy
a meéresek egymasutanjaban a meérési hibaknak nieggi&nyu menete (ag
és &_, hibak fuggetlenek-e).
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4-2. abra. A reziduumok a mérések sorrendjénekvigiggeben

A 4-2. abran az adatoknak nincs egyiranyl menet@ttaze, hibak nem korrelaltak.

1.6 1
1.2 A
0.8 1
0.4 1 * *

0.0 L

0.4 ]

reziduuns,

-0.8 A

-1.2 1

-1.6

6 1é6 2é6 3é6 4é6 5é6
y
4-3. abra. A standardizalt reziduumok yzmeéreési adatok fliggvényében

an. standardizalt reziduum értékeket a nygftiggvényében abra-

zoljuk (4-3. abra). Mivel a pontok zérus korll waszetien ingadoznak, azaz
nem tapasztalunk trendet, és a reziduumok eltol&m mutatnak, az illesztett
lineéris flggveny adekvat. Mivel az adatok azorm&lesséf) savban ingadoz-

nak, elfogadhatjuk azt a feltételezést is, ho@ykonstans.

* Az an. Gauss-halo (valosfisegi papir) vizszintes tengelyén a reziduumokat,
fuggoleges tengelyén pedig az elméleti eloszlasfugguenyisszaszamolt valo-
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szirniségi valtozé (normal score) értékeket abrazoljuld.(4bra). Mivel az igy

eléallitott abran a pontok egyenes mentén helyezkedhads nem talalunk kiug-

ré pontot vagy szisztematikus eltérést, elfogadikadizt a feltételezést, hogy az
&, hibak normalis eloszlast kdvetnek.

1.6

1.2 O
0.8
0.4
0.0
-0.4
-0.8

-1.2 o

-1.6
-40000 -30000 -20000 -10000 0 10000 20000 30000 40000
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4-4. abra.
A reziduumok abrazolasa Gauss-halén

Szignifikdns-e a regresszié (nem zérus-e a meréggks

Sziikség van-e erre az egyenesre (vagyis a vizsagienes nem épp olyan j6-e)? A
vizszintes egyenes &= a= y modellt jelenti, vagyis & = 0 nullhipotézis vizsga-
landé. A nullhipotézist a (4.26) altalanos regréassprobaval elledrizzik.
Regresszios négyzetbsszeq:

> (V-7 =63 (x- % =(33124m0)" 0141338 16 = .15507 0 .
Rezidudlis négyzetdsszeg:
>(v.-V) =2267116 , & =56678010.

c DX (x =% _ v (x-%) _155071¢°

Y (v ) ¢ " see7amo 2 00

n-2
A Figgelék IV. tablazataboF, (1,4) = 7.71, a probastatisztika aktualis értéke ezt

meghaladija, tehat a nullhipotézist elutasitjuk zezalikség van az egyenesre, a reg-
resszid szignifikans (a vizszintes egyenes nem eteg)f. Statisztikai programok
hasznalatakor altaldban nincs sziikséglink a IVazabia, mivel a programok meg-
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adjak a probastatisztika szamitott értékéhez tarwlzifaju hiba valoszitiségét,
amelyet altalabap-vel jeldlnek. Ez az érték jelenleg rendkivil ki¢pi<< 0.05).

A 4-4. tdblazatban a statisztikai programok erediw@zriésének megfelélelren-
dezésben (Un. ANOVA tablazat) megadjuk a (4.29xéfsgigés bal és jobb oldalan
szerepd négyzetdsszegeket (S), szabadsagi fokalRatv@lamint a szérasnégyzetek
ertékeét. A tablazat utolséati oszlopaban ak, probastatisztika értékét, utolsé osz-
lopaban pedig az dlfaju hiba valoszitiségét talaljuk (a nullhipotézis érvényessége
esetén ekkora a valésigege annak, hody, értéke 27360, vagy annal nagyobb le-
gyen).

4-4. tablazat

négyzetdsszeq S v 3 Fo p

(V-3 | 1550718 | 1 | 1550718 | 2.736.10 | 8.10°

S(v.-¥) | 0000218 | 4 | 5.6678.1

S(y-y)° | 1550018 | 5

Mivel b normalis eloszlas szerint ingadozik korl, t-probaval is vizsgalhato, hogy
az egyenes meredeksége szignifikAnsan kilonbdzékeestol. A probastatisztika:

_b_ by > (% - %) _ 3312410+ 141338 16 _ 39379110

= =16541
S, S 2.3807114 2.38071d

ty

Ez éppen az ébbi F, négyzetgyoke. Altalanosan is igaz, hogy egzabadsagi fo-
k t-eloszlast valészitségi valtozd négyzet€(1,v) eloszlasl, amint et at ésF
tablazat 6sszevetésével is meatggfighetiink.

Széamitsuk ki a determinacios egyutthatot!

i Z(yi ) _,_ 2269010
S (y -y 1550916

A teljes eltérés-négyzetdsszeg 99.985%-at ,magyataz illesztett egyenes.

=0.99985

Athalad-e az igazi egyenes az origon?

A nullhipotézis: Ho: Y(x=0) =a'=0.
A prébastatisztika kiszamitasahoz szukségunk veaa aengelymetszes, szorasa-
ra, azazs, értékére azx = 0 helyen.
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@5 5667810 o s <= s _ 5667810 _ e
o 6 ' ’ Z(X' - 7()2 141333710° ’
J
i
s =<+ §%X=9447M0+ 4010180 008333 .37285 10
t, = = =88 o043 toosA4) = 2776,  -2776<t,< 2776

S /37205116

Mivel a prébastatisztika értéke a 0.05 szignifikaeszinthez tartozé elfogadasi tar-
tomanyba esik, nem utasitjuk el azt a nullhipotérisgy az egyenes atmegy az ori-
gon.

4.2.3. A mérések sorrendje

Képzeljuk el a kovetkdzhelyzetet: egy anyag bemért koncentracioja fuggdéen
mérjik az abszorbanciajat (analitikai jel), és agzéfliiggést linearis figgveénnyel ir-
juk le. A méréseket nem tudjuk nagyon rovid alatt elvégezni, és az elteltidlatt

e

A 4-5. 4bra f6l§ képei szemléltetik az abszorbancianak a konceat@es az el-
telt id6 alatt felvett nedvességtvalo fliggéseét kulon-kilon, ha nincs mérési bizony
talansag. A valésagos mérésnél a koncentracicnéshzesség hatasa egyutt jelentke-
zik, rdadasul a mérést méreési hiba is terheli. €#étedn mualik, hogy az egyes mé-
réseket milyen sorrendben végzi el.

* Az egyik (nagyon kézenfeky lehetség, hogy a koncentracio névéksorrend-
[ében mér ezt mutatja a bal oldali abra (a bal oldali o&bran az idtengelyre
bejeldltx adatok nagysag szerinti sorrendben vannak). Ekkaat hatas 6sszege
kordl ingadozé pontokat kap gztengelyenx fliggvényében, vagyis az illesztett
fuggvény a két hatas dsszegét becsuli (a két fliiggiieszege lesz). Ez lathato a
bal oldali k6zéps képen, aholY(X) az abszorbancia valddi koncentraciofiiggvé-
nye.

Ha a kisérletez gondos, és az egyenes illesztése utan a rezidwairisoébra-
zolja a mérések sorszama (bal oldali legals¢ albray x valtoz6 fiiggvényében,
nem lat rendszerességet (zérus koril véletletismgadozast tapasztal), mert a
két hatas 6sszegét leiré egyenes kortl véletleinszeingadozas. Tehat a kisérle-
tezbnek minden oka megvan, hogy azt higgye, az illedekanegfeld, és nem
szerez tudomast réla, hogy az abszorbancianak eektmciotél valo fliggésébe
egy zavaré tényéz(az idbben folvett nedvesség) hatasat is belemérte és bele
szamolta. Amikor hasznalja az 6sszefliggest, tipikusalibraciés egyenesként,

“ s

raciot, de ez hamis lesz, mert a nedvesseégtartali@mniti.
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4-5. abra. A mérések végrehajtasanak sorrendje

A masik lehebiség, hogy nem a ndvekkoncentracid sorrendjében mér, hanem
véletlenszdr sorrendbenebbe beleértve, hogy ha egy koncentracional iginb-
telt mérést végez, azok nem egymas utan kovetkeHrkithatd a jobb oldali
fols6 dbran, ahol az tdengelyre bejeldlk adatok nem nagysag szerinti sorrend-
ben vannak. Ekkor az egyre nagyobb koncentrackektéez nem tartozik egyre
nagyobb nedvességtartalom, vagyis bar itt is ehkéls 6sszegét méri, de a két
hatds nem mutat egy iranyba, a nedvességtartalmdipjaruléka nem & mo-
noton modon a koncentracioval. llyenkor aghidliség egyrészt eltorzitja az 6sz-
szefliggést (nagyjabol parhuzamosan folfelé toljazkegyenest), masrészt na-
gyobb szd6rddast okoz.

Ha a kisérletgz abrazolja a reziduumokatfiiggvényében (az abran ez nem
lathato), az élbbi esetben tapasztaltnal valamivel nagyobb ingastoAt, de az
most is véletlenszér Ha azonban a mérések sorszama fliggvényében Bbrazo
reziduumokat, azok rendszerességet mutatnak, metvszorbancianak azoidl
(a nedvességtartalomtol) valé fuggésénz illesztett egyenes nem ad szamot, azt
az egyenesét valo eltérésként észleljuk.

A nodvekw koncentracié sorrendjében végzett mérés tehandiyezitast okoz,

amit nincs médunk a reziduumok vizsgélataval ésaraiv A véletlenszérsorrend-
ben végzett mérésnél is van torzitas (és a sré@gyobb lesz), de még egy jelen-
ségbl (az id5 hatasarodl) is értesulink, amit az adatok korrg&o#l illetve a méd-
szer fejlesztésénél felhasznalhatunk.
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