V. Faktoros kisérleti tervek

20. Kétszintes kiseérleti tervek

Az optimalizal6 kisérlettervezés olyan specidlisiroplizalasi feladatnak tekinthigt
amelyben az optimalizaland6 fuggvény nem ismert {ékete doboz). Helyette vi-
szonylag egyszér(linearis és masodfoku) fliggvények alkalmazasavélggetlen
valtozoknak az optimalis tkodés tartomanyat jellerd2rtékeit keressik.

Az ismertetendl modszerek a valtozokat egyszerre valtoztatjdkeyyegy kiser-
let minden valtozé hatasardl nyujt informaciot,émiyi kiértékelést (legtébbszor az
ortogonalitast) pedig a kisérleti terv matematikdajdonsagai teszik lehaté. A
legegyszdibb (lineéaris) modell két szint (a fuggetlen valtka@t-két értéke) bedlli-
taséat igényli, mivel két pontra egyenes illeszihet

Ipari-technolodgiai és laboratériumi problémaknaholaa kisérletek viszonylag
gyorsan végrehajthatok, a kisérlettervezés-kisadst folyamatanak minden |épésé-
ben a kdvetkez kisérletek optimalis megtervezéséhez felhasznapiddig rendel-
kezésre all6 ismereteinket az objektumrdl vagyneégbl. Minél tobb az dlzetes
ismeretiink (a priori informé&cid), annal hatékonyabtovabbi kisérletezés, abban az
értelemben, hogy a leleliegkevesebb kisérlettel érjiink célhoz.

A flggetlen valtozékat faktoroknak nevezik, beétlittrtékeiket szinteknek (fak-
torszinteknek). Feltételezziik, hogy e szintekett@sam be tudjuk allitani. Gyakorla-
tilag ez azt jelenti, hogy beallitdsuk bizonytakege elhanyagolhaté azon intervallum
szélességéhez képest, amelyben értékiiket valtdztétjfaktorok nemcsak mennyi-
ségiek lehetnek, hanem misegiek is; pl. a nyersanyag gyartmanya, ésége, tisz-
tasaga, hogy melyik készliléken dolgozunk stb.

20.1. 2 tipusu teljes faktoros kisérleti tervek

A 2P tipusu tervekp faktort tartalmaznak, mindegyiket két szinten giédgk. Ha
minden beallitasnal egyetlen kisérletet végzunkisérleti tervN=2" pontot tartal-
maz.

Jeloljez aj-edik faktort, z" a faktor alapszintjét:

poA A" (20.1)
J 2 ’ '
A z? G =1, ...,p) értékekkel jellemzett pontot a terv centrumanekezik. A Az
an. variacioés intervallum definicigja:
Az = M (20.2)
] > : :

A faktorokat a kdvetkdképpen célszértranszformalni:
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0
x =—0—1 =1 ..p. (20.3)
! Az

Az igy kapotty faktor eértéke +1 a magasabbik szintem £ z/™"), -1 az alacso-

nyabbik szinten g, = z™).

Mindségi faktorok esetén az alapszint és a variacitesvialum altalaban nem
értelmezhet, a szintek azonban igen; pl. egyik vagy masikgipkésziléken végez-
zuk a kisérletet, analitikai vagy technikai tisZig$ nyersanyagbol dolgozunk stb.

A Kkisérleti terv az a tablazat, amely kisérletenk@éegadja az egyes faktorok
beallitando éertékeit (szintjeit).
Két faktor esetére a kisérleti terv pl= 22= 4 (1. a 20-1. abrat).

X2

a i ©

[ X1 X2
0 1 - -
2 + -
3 - +
-1 @ @ 4 + +

20-1. abra. 2kisérleti terv beallitasai

A két faktor esetében jol latszik, de altalanoisamelathatd, hogy & 2ipusu teljes
faktoros kisérleti tervek ortogonalis tulajdonsdgiagyis a faktorokra (fliggetlen
valtozokra) teljesul, hogy

D X% =0, hajzk j, k=1, ...p.
A feltételezett modell (ellméleti regresszios fluggye
Y =4+ 8%+ BX, . AEX, (20.4)
A linearis regresszidban és a konfidenciavizsgélan itt is célszéregy szimbo-

likus X valtozot bevezetni, amelynek értéke mindig +1,d¢g} paraméter a tébbivel
azonosan kezelhgthelyette a (20.4)-befbxo irhatd. Az igy kildvitett kisérleti terv:

L | o x|
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+ -
- +
+ +

+ + + +

A WNBEF

Kénnyen belathaté, hogy az u(jonnan bevezexgttfaktorral is teljestl az
ortogonalitas feltétele (I. az 5.2. alfejezetet):

D XX =0, hajzk; j, k=01, ...p.

A paraméterek becslésére, minthogy ortogondlioozékrdl van szé, az 5.2. alfeje-
zetben levezetett formuldk hasznélhatok:

Z YiX; z YiX;;

b; = S TN (20.5)

aholN a kisérleti terv pontjainak (beallitasainak) szama

Az ortogonalitas kovetkeztébenbaegyitthatok egymastdl flggetlen becslések,
vagyis az egyes faktorok hatasa mas faktorokétggdtiendl vizsgalhaté annak elle-
nére, hogy a kisérleti tervben tébb faktor szinfgfiiggetlen valtozok értékét) val-
toztatjuk egyszerre.

A becsiilt paraméterek varianciaja:

o’z o

2
y y
SN (20.6)
i

A becsililt regresszi@s fiiggvény varianciaja:
7 : 2 0-5 : 2
Var(Y)=Zoijar(bj)=WZ;)xj . (20.7)
J= 1=

Ez egyp-dimenziés gdmb egyenlete, vagyis a becsult figgwamianciaja a fak-
tortér barmely iranyaban csak a terv centrumatat tdgolsagtol fugg. E tulajdonsa-
got forgathatésagnak (rotatability) nevezik, ésriaelényds, mert a kisérleti terv el-
készitésekor még nem tudjuk, hogy az optimum faladas szempontjabol melyik
irany fontos szamunkra, és ezért melyik irAnybavéhatosY bizonytalansagat
csokkenteni.

Var[bj] =

A kisérleti tervek értékelésekor szokas a faktdratasat grafikusan szemléltetni
és szamszéen is megadni. A-edik faktor hatasan() az alabbi keplettel irhato le:

h, :(yj+)_(yj—) (20.8)

ahol y altalanossagban a figgaltozo (célfiiggvény) szamtani kbzépértéket és
j— alsé index a fol% illetve az alsé szinthez tartozo kdzépérteketzjel
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Konnyen belathatd, hogy la egyltthato értéke a megdfeidiatas fele. Ezt szemlel-
teti a transzformalk; valtozo fuggvenyeben a 20-2. abra.

Y. A
b N
Yi
2l | %
0 J bo - N
by
y_ Y
-1 0] +1 X

20-2. abra. A faktor hatasanak és egyitthat6jaapkdolata

20-1. példa

22 kisérleti terv végrehajtasakor két célfiiggvénytésy,) vizsgaltak és az alabbi
eredményeket kaptak:

20-1. tdblazat

i Xo X1 Xo | XX | Wi Yo

1 + - - + 23 26
2 + + - - 19 12
3 + - + - 31 30
4 + + + + 27 32

a) Eloszor értékeljuk ki a tervet 3z valtozoral
A (20.4) linearis modell paramétereinek becslése:
23+ 19+ 31+ 27 _ —23+19- 31 27 46-54_

25; = -2
4 b 4 4

—23-19+ 31+ 27 58-42
b2 = 4 = 2 =4

A becsiilt sik egyenletel = 25— 2x, + 4x,.
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Az 1. faktor hatasa a fdlsszinten és az als6 szinten m@rértékek atlagainak ku-
l6nbsége:
19+27 23+31_46 54

1. faktor: h = > > _7-7:23_ 27=-4
31+ 27 23+19 58 42
2. faktor: h, = > T3 T2 3 =29-21= 8

Tehat a 20-2. abranak megféleh a hatas az egyutthato kétszerese.

Most szemléltessik grafikusan a faktorok hatasat.

30 30
28 28
26 26
— —
> 24 > 24
22 22
20 20
-1. 1. 1 1
X1 X2

20-3. abra. A faktorok hatadsawzvaltozora a 20-1. példaban

A hatas (20.8) definiciojaban az adott faktor §6és also szintjén vett szamtani
atlag kiszamitasakor a tobbi faktor szintjeinek kamcioja szerint nem teszink
tovabbi megkillonboztetést, mert a terv szerkezmtedonalitas) biztositja, hogy
a hatasokat egymastol fliggetlentl értékelhessik ki.

Egyes esetekben a faktorok hatasa additiv. Ezkezitj, hogy a vizsgalt faktor
kus ellerdrzést. Készitsiink olyan abrat, amelyen az 1. fdikhtdsat a 2. faktor al-
SO és fol§ szintjén kalon-kulon abrazoljuk!

32
D~~~
28 ---‘D X2:1
= 24
16
1 1

20-4. abra. A faktorok kolcsbnhatasa a 20-1. paldah célfiiggvenyy
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A 20-4. abran ax; also és fol§ szintjéhez tartozo egyenesek parhuzamosak, azaz
az x; faktor hatasa (a fodsés also szinthez tartoyg érték kilénbsége) azonos az
%, faktor mindkét szintjén, tehat nincs a faktorok&th kdlcsbnhatéas (interakcio).

b) Végezzik el az értékelést wzvaltozoéra is!

A lineéaris modell paramétereinek becslése:

_ 23+ 19+ 31+ 27
= 2 =

A becsiilt sik egyenletef = 25— 3« + 6.

by

25; b =-3; b, =6.

A faktorok hatasa:
1. faktor: h =22-28=-6,
2. faktor: h, =31-19= 12

Szemléltessiik grafikusan a faktorok hatasat éméellzik a faktorok kozotti
kolcsbnhatast is!

35 35
30 30
e O\O 25
N Y
> 20 > 20
15 15
10 10
1 1. 1. 1
Xq X2

20-5. abra. A faktorok hatasawgzvaltozora a 20-1. példaban

35

30 gt T

25

\Z)

20

15

10

X1

20-6. abra. A faktorok kolcsbnhatasa a 20-1. paldah célfiiggvenyy,
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A 20-4. abraval ellentétben, a 20-6. dbramnxaalso és fol§ szintjehez tartozé
egyenesek nem parhuzamosak, azax, daktor hatasa fligg az faktor beallita-
satol, tehat a hatasok nem additivak, vagyis aofaktkozott van kdlcsbnhatas
(interakcio).

Az elméleti modellt finomitanunk kell, figyelembelkvennink, hogy a hatdsok nem
additivak. Mivel a faktorokat csupan két szintemsgdljuk, ezért tovabbra is linearis
modellt kell hasznalnunk. Linearis modellt illeszfva modellben az interakciot az
XX, taggal vehetjuk figyelembe:

Y =4+ BX+ BX, t BiX X (20.9)
Az XX, tag a modellben Gjabb fluggetlen valtozoként kexélede ez természetesen

a valésagban nem jelenti a vizsgalt faktorok sz&k&megnovekedését, hiszen az
X1 €s X faktorok szintjeinek megvéalasztasaval meghatatoesiz x,x, értéke is.

XX, egyutthatéja azt fejezi ki, hogy azfaktor hatasa milyen mértékben fiigg a ma-

sik faktor szintjédl. Az egyutthato érteke pozitiv, xa ndvelése nagyobb mértékben
noveliy értékét az,= +1 beallitasnal, mint,= —1-nél.
Koénnyen belathatd, hogy az Ujonnan bevezeigtt, valtozora is teljesul az

ortogonalitas feltétele, tehat a kdlcsbnhatas Bseslfiggetlen ashatasok becslésé-
tol. Altalanosan megfogalmazva tehat:

ZXA(xjixki) =0,haj#k j, k=1,...p; /=0, ...p.

A példaban a kdlcsénhatas egyutthatéja:
_ 26-12- 30+ 32 58-42 16 _
by, = = =7 =4
4 4 4

Az y, ill. y, célfiggvények és a vizsgalt faktorok kozotti figgykapcsolatot (va-
laszfelliletet) haromdimenzids koordinata-rendszerbdemutatjuk (20-7. abra).
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a) Y, = 25— 2 + 4, b) Y, =25- 3, + 6, + & X,

20-7. abra. A becsilt modellek 3 dimenzios abr&solz 20-1. példaban

A 20-7a) abran jol lathatd, hogy ha a faktorok kdzoétt niém fel kdlcsdnhatas, az
illesztett modell két faktor esetén egy sik egyenlela a faktorok k6zott kélcsénha-
tas van, a felllet csavarodott (20)Abra). Ezt is még linearis modellnek nevezik
abban az értelemben, hogy négyzetes tagok nincbemesie.

Mennyiségi faktorok esetén a becsult modellt ird&piora illetve extrapolaciora
egyarant hasznalhatjuk, azaz (j = 1, ..., p) elvben tetsdleges értéket felvehet.

Minéségi faktorok esetén mindegyik csak a -1 és a +1 szinten értelmeihet

tehat mas értéket nem vehet fel. Bbkdvetkezik, hogy miiségi faktorra az illesz-
tett modellel csak a tervben szefeptintekhez (+ ill. —) végezheszamitas.

Mennyiségi faktorok vizsgalata esetén célgzarterv centrumaban is végezni
méréseket. Ez két szempontbdl isngls:

a) egyrészt ismétlés nélkul végrehajtott terv eset@erarumban végzett meérések
lehetiséget adnak ar§ variancia becslésére,

b) masrészt a centrumpontbeli kisérleti informacidilesztett linearis modell el-
lenérzésére is szolgal (adekvat-e a modell).

a) Ha van s§ becslésUnka -re, statisztikai probaval vizsgalhatjuk, hogyp &e-
csilt paraméterek szignifikansan kulonb6znek-estéruEhhez felhasznalhatjuk,

hogy
b, - S s s
t=—-""L_ ahol =

S E
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Az ismertetett példaban ismételt méeréseket végeatdrv centrumaban (ahol
minden faktor szintje 0), amelyeknek eredménysj,azlfiiggvényre:

3
D Vo

yp; =25, y, =25 y,=26, ¥ = mT = 2533
3
> (ven = ¥8)’
Sjo = =0333, v=2,
s =%33: 0.0833, s, =0.289.

Most mér elvégezhetjik a probéat, amelynek nulllépiste:

Ho: B =
Ha a nullhipotézis helytallo, a hAnyadesloszIasu, vagyis

P(—ta2<b, / S, <tgp) = 1.

Ebbdl latszik, hogy a nullhipotézist akkor utasitjuk lea

B>, tar2
a =0.05 szignifikanciaszinthez,= 2 szabadsagi fok esetén a lll. tAblazatbol
toos2 =43, 1., =0.289 43=1243 vagyis azon egyitthatokat tekinthetjik

szignifikansnak (a zérustdl szignifikansan kulordiek), amelyek abszolut ér-
téke 1.243-nal nagyobb. A példabanés x, egyutthatdja lf; ésb,) egyarant
szignifikans.

Megjegyezzik, hogy lehetne ismételt méréseket vegeterv bizonyos pont-
jaban vagy barmely més pontban is, minthmrjykonstans. Még ha az ismétlé-

seket a terv valamely pontjaban végezzik is, anrekiért adatok nem vonhatok
0ssze az eredeti terv megvaldsitdsa sordn kapattaldgyis nem atlagolhatjuk
6ket egyitt. Ugyanis ha a terv kilénlédzontjaiban az ismétlések szama kulon-

bz, a pontok sUIyz(aj/pi) kilonbo.

b) Ellenérizzik, hogy azn fuggd valtozo illesztett linearis modell adekvét-e (rsnc
e szikség masodfoku tagra)! A centrumban végzetisek eredményei &2 fe-

luleten 1éw valddi fliggvényérték X,°) koril ingadoznak, a szamtani kozép var-
hat6 értéke:
E(v;) =

A 22 terv négy pontjaban kapott mérési adatokra ilEtsAinearis modellbl
szamitott centrumbeli érték megegyebik értékével (?10 =h,). A becsult ten-
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gelymetszetlf) varhatd érteke azonban csak akkor egyezik mesnauwmbeli
y1 mérések varhatd értékével, ha a valosagbav, delilet linearis. A linearis
modell érvényessege esetén tehat (nullhipotézis):

Ho: E(by) = E(¥°) = Y . (20.10a)
Az ellenhipotézis az, hogy nem linearis a modelgza
Ha @ E(by) # E(¥0). (20.10b)

Ha feltételezzik, hogy a valésagban a 20-1. pélugharep Y; felllet nem li-
nearis, a 20-8. abran vazolt helyzet fordulhat(almodell nem adekvat, nem
igaz). A Z terv mérty; értékeire illesztett sik metszi a valésagban neealisY;
feliletet. A modell becsuilby értéke a sik kdzéppontjaban van, a centrumbeli
meérések atlaga pedigle tavol, a valody; felllet kbzelében van.

Ve

t) _4d ’ (20.11a)
Sd
ahol most
d=y° b, (20.11b)
1 1
¢ - 55(( +Wj | (20.11c)
mivel
2 0.2
Var(y° - b,) =Var(y°) +Var(b,) =2+ (20.11d)

C

k. a centrumban végzett ismétlések szanza, illesztett modell paramétereinek
szama. At probastatisztika szabadsagi fakad+k.-1, vagyiss’ és s§0 szabadsa-

gi fokainak 0sszege.
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y S Linearis modell (sik)
a4
30
3
25
2
20 5
-1
1
15 1 0 1 X2

X
1
20-8. 4bra. A 2terv centruméban végzett mérések atlaganak edtérés
linearis modelby konstanséatél: a modell nem adekvat

1 1
A 20-1. példaband = 2533-25=033; ; = 0.331{:Ir +—J =01943; s, =0.441,

033
to=54a1- 0748 to <tgosA2) = 43,

tehat az adatok nem mondanak ellent annak a natédfsnek, hogy aX; felllet
linearis, vagyis a modell adekvat.

A statisztikai programokban ezt a hipotézisvizsigdlgorbeség-elléirzésnek ne-
vezik (curvature check).
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